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SUR LA H-RIGIDITE; DES SURFACES COMPLEA TES DE R$
FRANCT OIS HAAB
Le the!ore' me fondamental de la the!orie locale des surfaces affirme que toute
immersion C $ d’une surface dans R$ est de! termine! e, a' congruence pre' s, par sa
premie' re et deuxie' me forme fondamentale. Nous montrerons dans cette note qu’une
surface comple' te C & de R$ avec rdH r1 0 est en fait essentiellement de! termine! e, a'
congruence pre' s, par la premie' re forme fondamentale et la trace de la seconde, i.e. par
la me! trique et la fonction courbure moyenne H.
Une surface de R$ est dite H-deU formable s’il existe une famille a' un parame' tre de
surfaces isome! triques non congruentes posse!dant la me# me fonction courbure
moyenne H. O. Bonnet remarqua en 1867 que les surfaces de courbure moyenne
constante sans ombilics sont H-de! formables. E. Cartan prouva en [1] que toute
surface H-de! formable est une surface de Weingarten dont la fonction courbure
moyenne satisfait une e!quation diffe! rentielle ordinaire non line! aire du troisie' me
ordre. En [2], S. S. Chern donne une me! thode locale pour construire de telles surfaces.
Par contre les surfaces compactes, orientables et H-de! formables de R$ posse' dent
force!ment (Umehara [8]) une courbure moyenne constante. Il n’existe par conse!quent
pas de surface H-de! formable de genre ze! ro, en effet par le the!ore' me de Hopf [5, 6.2.1]
une telle surface serait une sphe' re de rayon constant, laquelle est bien e! videmment
rigide. Par contre les surfaces de genre g" 0 posse' dent toutes des immersions de
courbure moyenne constante dans R$. Il re! sulte de [7], voir e! galement [8], que toutes
les surfaces compactes posse' dent au plus deux immersions isome! triques non
congruentes ayant la me# me fonction courbure moyenne.
Le The!ore' me A re!pond ne! gativement a' une question de Kenmotsu [6] sur
l’existence d’immersions isome! triques H-de! formables avec rdH r1 0 de surfaces
comple' tes mais non compactes dans R$.
The!ore' me A. Les immersions isomeU triques dans R$ d ’une surface non compacte,
comple[ te, non contractile et non homeUomorphe a[ un anneau, aec rdH r1 0 ne sont pas
H-deU formables.
Corollaire B. Soit une surface non compacte M munie d ’une meU trique
riemanienne comple[ te et une fonction C $, H : M!R, aec rdH r1 0. Si p
"
(M ) n’est pas
commutatif, M posse[ de au plus deux immersions isomeU triques non congruentes dans R$
aec la meW me fonction courbure moyenne H.
DeUmonstration des reU sultats
Nous utiliserons de manie' re essentielle la conse!quence suivante de la
caracte! risation locale, e! tablie re! cemment par Kenmotsu, de la me! trique riemanienne
d’une surface de Weingarten H-de! formable de courbure moyenne non constante.
Received 22 December 1995.
1991 Mathematics Subject Classification 53A05, 53A10.
Bull. London Math. Soc. 29 (1997) 483–485
484 franc: ois haab
Lemme 1 [6]. Soit U un ouert contractile et soit une immersion isomeU trique
X : U!R$ H-deU formable aec rdH r1 0 qui ne posseUde pas d ’ombilics. Il existe alors
un syste[ me de coordonneU es isothermes (u, ) aec ds#¯K(du#­d#) tel que K et la
fonction courbure moyenne H soient des fonctions d ’une seule ariable, u par exemple.
Rappelons e! galement le lemme suivant.
Lemme 2 [3]. Une immersion isomeU trique X : M!R$ sans ombilics est H-
deU formable si et seulement si la courbure de Gauss de la meU trique conforme deUfinie par
ds^# ¯r dX[dX, aec r¯ rdH r#}(H#®K ), est constante et eUgale a[ ®1.
Preue du TheUore[ me A. Soit X : M!R$ une immersion isome! trique comple' te H-
de! formable avec rdH r1 0. X induit une me! trique C # sur M, M peut ainsi e# tre muni
d’une structure de surface de Riemann de manie' re naturelle.
Rappelons que les ombilics d’une immersion isome! trique H-de! formable sont
isole! s [7] et de! signons par Z l’ensemble des ombilics de X. Le reve# tement universel
MW de McZ est, par le the!ore' me d’uniformisation, conforme!ment e!quivalent soit au
plan complexe, soit au disque de Poincare! , la sphe' re de Riemann e! tant exclue par
non compacite! de McZ. Soit p : MW !McZ la projection de reve# tement, XW ¯Xap
de!finit une immersion de MW sans ombilics avec rdH r1 0.
Observons que XW est H-de! formable. Soit ds# (respectivement dsW #) la me! trique
induite par X (respectivement XW ) sur M (respectivement MW ) et ds^# ¯r ds#
(respectivement dsW ^# ¯r ^ dsW #) avec r¯r ^ ¯ rdH r#}(H#®K ) la me! trique conforme
de!finie sur McZ (respectivement MW ). L’application de reve# tement p est une isome! trie
locale de (MW , dsW #) sur (McZ, ds#) et de (MW , dsW ^#) sur (McZ, ds ^#). Par conse!quent la
courbure de Gauss de la me! trique dsW ^# en x `MW est e! gale a' celle de la me! trique ds^# en
p(x) `McZ. Le fait que XW est H-de! formable re! sulte directement du Lemme 2 et de la
H-de! formabilite! de X.
La fonction courbure moyenne H est une submersion de M (respectivement MW )
dont les niveaux de!finissent un feuilletage & de M (respectivement &W ¯p*(& r
McZ
)
de MW ) sans points singuliers. Il existe par le Lemme 1 un syste' me de coordonne! es
isothermes spe! ciales sur MW avec ds#¯K(du#­d#) tel que la fonction courbure
moyenne H, ainsi que K, soient des fonctions de la seule variable u. Il existe ainsi un
diffe!omorphisme u de MW tel que le feuilletage u*&W soit trivial. Ceci a plusieurs
conse!quences importantes.
Corollaire C. Une immersion isomeU trique, H-deU formable aec rdH r1 0 d ’une
surface ne posse[ de pas de points ombilics.
Preue du Corollaire C. Soit, par l’absurde, p `M un ombilic et F la feuille de &
contenant p. Comme p disconnecte F, la fibre (H r
McZ
)−" (H(p)) est compose! e de
plusieurs feuilles de & r
McZ
. Le feuilletage &W ¯p*& posse' de donc au moins deux
feuilles F
"
et F
#
sur lesquelles H r
McZ
ap prend la me# me valeur. Il existe, par trivialite!
du feuilletage u*&W , un arc CZMW transverse aux feuilles de &W avec une extre!mite! sur
chacune des feuilles F
"
et F
#
. La fonction courbure moyenne sur MW , H¯ (H r
McZ
) ap
posse' de un extremum q sur C car elle prend la me# me valeur aux deux extre!mite! s
de C. Le point q `MW est un point singulier de H ; sa projection p(q) `McZ e! galement.
Contradiction.
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Fin de la deUmonstration du TheUore[ me A. L’ensemble Z des ombilics de M
est vide, M¯McZ est donc une surface comple' te. Par conse!quent le reve# tement
universel (holomorphe) MW de M¯McZ est complet. MW est le disque de Poincare! car
p
"
(M ) est non commutatif par hypothe' se. Les feuilles de u*&W ZMW sont les lignes de
coordonne! es ²u¯ constante´ d’un syste' me de coordonne! es isothermes spe! ciales
conforme!ment e!quivalent a' la me! trique de Poincare! . La premie' re forme fondamentale
ds# est invariante sur chaque feuille de u*&W . La longueur de chaque feuille est donc
finie. D’autre part chaque feuille de u*&W est un chemin divergent. Nous obtenons la
contradiction cherche! e en rappelant (voir, par exemple, [4, 3.3.6]) qu’une varie! te!
riemanienne M est comple' te si et seulement si tout chemin divergent C ",
c : [0, 1)!M, a une longueur infinie.
Preue de Corollaire B. S’il existe par l’absurde deux autres immersions
isome! triques non congruentes de M dans R$ avec la me# me fonction courbure
moyenne H, M est [8, Proposition 1] localement H-de! formable. La courbure de Gauss
de la me! trique conforme de!finie par r ds#, r¯ rdH r#}(H#®K ) est e! gale a' ®1 sur
McZ. On proce' de maintenant comme dans la de!monstration du the!ore' me.
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